Mittelwerte und ihr Vergleich

Ein t-Test zum Vergleich von zwei arithmetischen Mittelwerten

Wirkt eine Behandlung oder erscheint es nur so?

Bei vielen naturwissenschaftlichen Versuchen muss die Wir-
kung einer Behandlung beurteilt werden. Im klassischen Fall in
der Land- und Forstwirtschaft beispielsweise die Wirkung einer
Diingung oder der Einfluss des Klimas auf das Wachstum von
Pflanzen.

Fiir das folgende Beispiel wurden die Sprosslangen von jungen
Fichten gemessen. Es handelt sich insgesamt um 18 Pflanzen,
die nach der Anzucht aufgeteilt wurden: Neun Pflanzen wur-
den in Norddeutschland, die anderen neun in Stiddeutschland
in ein Beet gepflanzt und deren Sprosslingen nach Ablauf von
drei Jahren gemessen.

Hier sind die Sprossldngen aufgefiihrt:

Norddeutschland Sutddeutschland
20 19
22 21
27 24
15 28
17 26
19 19
17 25
21 27
23 23

Die Daten stammen aus einem Biometrie-Praktikum der Universitat
Freiburg (Institut fur Forstliche Biometrie, mit freundlicher Genehmigung
von Prof. Dr. D. Pelz).

Die Fragestellung
Entwickeln sich die Pflanzen im Norden anders als im Siiden?
Hierzu werden als erstes die beiden arithmetischen Mittelwerte
berechnt und die miteinander verglichen. Dazu kann man ei-
nen Taschenrechner verwenden:
Norddeutschland

Sliddeutschland

arithmetischer

Mittelwert 20,1 23,6

Aufgrund dieser beiden Mittelwerte kénnen bereits Vermutun-
gen angestellt werden: die Pflanzen in Siiddeutschland sind gro-
Ber als die aus Norddeutschland.

Allerdings wire diese Aussage nicht sehr fundiert, denn wir
wissen noch nichts iiber die Streuung der Werte. Ist die Streu-
ung zu grofi, dann sind die Unterschiede nicht aussagekraftig,
die Unterschiede in den Sprofilangen wiren zuféllig entstanden.
Um zu sicheren Aussagen zu kommen, nutzt man seit mehr als
100 Jahren den t-Test, der fiir den Vergleich von arithmetischen
Mittelwerten entwickelt wurde - interessanterweise fiir das Bier
der Guinness-Brauerei in Dublin. Dort musste die Qualitit der
Gerste beurteilt werden, die in grofien Mengen eingekauft wur-
de. Einen t-Test kann man zwar auch mit einem Taschenrech-
ner berechnen, aber eleganter geht es mit der Software ,R"

R ist eine Statistik-Software, die an Universititen entwickelt wurde.
Man kann sie gratis aus dem Internet herunterladen, sie ist fiir alle gin-
gigen Betriebssysteme erhiltlich. Nidhere Informationen finden sich bei
Www.r-project.org.

Die Erfassung der Daten
Damit die Daten ausgewertet werden konnen, miissen sie zuerst

in R erfasst werden. Dazu gibt man sie folgendermaflen ein:
nord<-c(20,22,27,15,17,19,17,21,23)
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sued<-c(19,21,24,28,26,19,25,27,23)

Zur Erlauterung: Man legt zwei Variablennamen fest (die Na-
men sind frei wiahlbar, hier: ,nord’ und ,sued) und speichert
mit der Funktion ,c()‘ (=combine, verbinden) die in Klammern
angegebenen Daten darin ab.

Sind viele Werte zu verarbeiten, speichert man diese besser in XLS-
oder TXT-/CSV-Dateien). Zum Lesen dieser Dateien gibt es andere
Funktionen.

Zur Kontrolle kann man die Daten anzeigen lassen (den Vari-
ablennamen eingeben und die Enter-Taste driicken). Mit der
Funktion mean() kann man den arithmetischen Mittelwert an-

zeigen lassen:
mean(nord)
mean(sued)

Alternativ kann man eine kleine zusammenfassende Statistik

anzeigen lassen, die Informationen zu den Datenreihen liefert:
summary(nord)
summary(sued)

Die Voraussetzungen fiir den t-Test

Fiir den t-Test werden in der Literatur sechs Voraussetzungen
genannt, eine davon (normal verteilte Werte) ist so wichtig, dass
sie hier gepriift werden soll. Hierzu wird ein Test mit dem Na-
men ,Shapiro-Wilk‘ verwendet. Er liefert einen sogenannten ,p-
Wert® (,p‘ steht fiir ,probability’, Wahrscheinlichkeit).

Der Aufruf des Tests ist denkbar einfach:
shapiro.test(nord)
shapiro.test(sued)

Beide p-Werte sind hier grofler als die @ibliche Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 0,05. Deshalb kann man daraus folgern, dass
es sich um normal verteilte Werte handelt.

Der t-Test zur Beantwortung der Frage
Der eigentliche t-Test wird mit der folgenden Anweisung ge-

rechnet:
t.test(nord, sued)

Als Ergebnis erhilt man eine Reihe von Ergebnissen; die wich-
tigste Information steht bei ,p-value® (fett hervorgehoben):

Welch Two Sample t-test

data: nord and sued

t =-2.0924, df = 15.855, p-value = 0.05285

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:

-6.93676732 0.04787843

sample estimates:

mean of x mean of y

20.11111 23.55556

Dort findet sich der Wert 0.05285. Der liegt tiber der tiblichen
Irrtumswahrscheinlichkeit von 0,05 und bedeutet, dass die Un-
terschiede zwischen den Mittelwerten statistisch nicht (!) sig-
nifikant sind.

Die Antwort auf die Frage

Die Unterschiede zwischen den beiden arithmetischen Mittel-
werten der zwei Datenreihen sind mithin zufilliger Natur, die
Pflanzen in Stiddeutschland entwickelten sich nicht besser als
die in Norddeutschland. Der erste Eindruck beim Vergleich der
Mittelwerte war also falsch.

Der Zeitbedarf fiir die Dateneingabe und -auswertung lag bei
unter zwei Minuten, das ist bemerkenswert.



Grundgesamtheit, Stichprobe

Ublicherweise interessiert man sich fiir die Eigenschaften ei-
ner Grundgesamtheit. Da man aber nicht alle Objekte dieser
Grundgesamtheit untersuchen kann (oder mochte), nimmt
man eine Stichprobe daraus. Die mit der Stichprobe gewon-
nenen Erkenntnisse werden dann auf die Grundgesamtheit
tibertragen.

Dabei ist die Frage nach dem Umfang einer Stichprobe von
grofer Bedeutung. Eine feste Zahl gibt es nicht, aber es leuch-
tet ein, dass Schlussfolgerungen, die aus zu kleine Stichproben
gewonnen werden, nicht sinnvollerweise verallgemeinert wer-
den diirfen.

Mittelwerte

Es gibt verschiedene Arten von Mittelwerten, der bekanntes-
te ist sicherlich der arithmetische Mittelwert, der fast immer
dann berechnet wird, wenn es um Langen, Durchmesser oder
Gewichte geht.

Normalverteilung

Viele Messwerte, die man in der Natur erhebt (die Hohe von
Bdumen, das Gewicht von Kartoffeln) folgen der sogenannten
Normalverteilung: das heifit, es gibt eine Hiufung in der Mitte
und zu den Extremwerten hin nimmt die Anzahl an Messwer-
ten ab. Friher hat man das untersucht, indem man Klassen
festgelegt und Strichlisten angefertigt hat. Grafisch dargestellt,
entstand dann eine Haufigkeitskurve, die mehr oder weniger
stark der Normalverteilung dhnelte.

Liegt Normalverteilung vor (hier im Aufsatz wurde das mit
einem Test untersucht), dann steht einem ein grofies Instru-
mentarium zur Auswertung zur Verfiigung: t-Test und die
ebenfalls mit arithmetischen Mittelwerten arbeitende Vari-
anzanalyse sind sicher die wichtigsten Vertreter. Liegt keine
Normalverteilung vor, dann kann man - eventuell nach einer
Transformation der Werte — mit anderen Tests die Daten aus-
werten.

Mit dem Begriff Normalverteilung eng verbunden ist der be-
rihmte Mathematiker Gauss, der diesen Sachverhalt beschrie-
ben hat. Thm zu Ehren war auf dem alten 10-DM-Schein die
Kurve der Normalverteilung und er selbst abgebildet.

Fiir jemanden, der schon mal mit Kurvenlinealen hantiert hat,
wird es verbliiffend sein, wie mit nur einer Anweisung in der
Sprache ,R® eine solche Kurve angefertigt werden kann. Die
Anweisung curve(dnorm, -3, 3) erzeugt eine solche Kurve.

dnomm(x)
2

Die Streuung von Messwerten: Standardabwei-
chung und Varianz
Ein Gefiihl fiir die Streuung hat jeder von uns, aber wie wird
sie berechnet? Um die Streuung von Messwerten und deren
Berechnung zu veranschaulichen, sollen hier zwei Datenrei-
hen verwendet werden, es konnte sich beispielsweise um das
Gewicht von Kartoffeln handeln.

erste Datenreihe: 20g, 20g, 20g

zweite Datenreihe: 10g, 20g, 30 g
In der ersten Datenreihe sind die Kartoffeln alle gleich schwer.
offensichtlich ist die Streuung 0.
Fir die zweite Datenreihe muss zuerst der arithmetische Mit-
telwert bestimmt werden (20 g). Anschlielend muss die Dif-
ferenz des Gewichts jeder Kartoffel zum Mittelwert berechnet
werden. Da es hierbei zu negativen Vorzeichen kommt (dritte
Spalte), werdem die Werte quadriert (vierte Spalte). Die fol-
gende Tabelle fasst das zusammen.

Mess- arithm. Differenz zum Quadrate der
wert  Mittelwert Mittelwert Differenzen
10 20 -10 100
20 20 0 0
30 20 +10 100

200

Die Summe aller Werte in der vierten Spalte nennt man die
Summe der Abweichungsquadrate, das ist ein wichtiger Begriff
in der Statistik.
Diese Summe wird nun dividiert durch die Anzahl der Mess-
werte abziiglich 1, mathematisch ausgedriickt sieht das folgen-
dermaflen aus:

Summe der Abweichungsquadrate _ 200 100
==

n—1

Aus dem Wert 100 muss nun noch die Quadratwurzel gezogen
werden, es ergibt sich eine Abweichung von 10 g. Somit kon-
nen wir die eben gestellte Frage (wie grof§ ist die Streuung in
der ersten Datenreihe) beantworten: die Standardabweichung
ist 10 g, anders ausgedriickt: um 10 g weichen die Kartoffeln
vom Mittelwert ab.

Die allgemeine Formel zur Berechnung der Standardabwei-
chung (die mit ,s* bezeichnet wird) sieht folgendermafien aus:

5= z(xi _)_C)Z
- n—1

Berechnet man nicht die Quadratwurzel, dann erhalt man die
Varianz, diese wird mit ,s* bezeichnet.




